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Çàäà÷è �4 è �5. Çàäà÷à �41 íà äðóãîì ëèñòå
Âûïîëíèë ñòóäåíò 412 ãðóïïû Çàöåïèí Àíäðåé
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è �4: Ïóñòü ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ {Xt, t ∈

[0,∞)} îïðåäåëåí íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå(Ω, F, P ). Îáîçíà÷èì τn

äëèíó èíòåðâàëà ìåæäó n-íûì è n− 1-ûì ñêà÷êàìè òðàåêòîðèè ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà, n ∈ N, ãäå n0 = 0. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
τn, n ∈ N, èìåþò îáùåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è �5: Ïóñòü ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ {Xt, t ∈
[0,∞)} îïðåäåëåí íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå(Ω, F, P ). Îáîçíà÷èì τn

äëèíó èíòåðâàëà ìåæäó n-íûì è n− 1-ûì ñêà÷êàìè òðàåêòîðèè ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà, n ∈ N, ãäå n0 = 0. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
τn, n ∈ N, íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü áóäåì îáà óòâåðæäåíèÿ âìåñòå, âîñïîëü-
çîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è àïïàðàòîì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ0. Äëÿ íåå, î÷åâèä-
íî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà

P (τ0 < t) = P (Xt = 0) = e−λt, ñëåäîâàòåëüíî P (τ0 ≤ t) = 1− e−λt

Ðàññìîòðèì òåïåðü τ1. Íàñ èíòåðåñóåò ñîáûòèå: {τ0 > t0, τ0 + τ1 > t1}. Íàé-
äåì åãî âåðîÿòíîñòü:

P (τ0 > t0, τ0 + τ1 > t1) = P (Xt0 = 0, Xt1 = 0) + P (Xt0 = 0, Xt1 = 1) =

= P (Xt0 = 0, Xt1 −Xt0 = 0) + P (Xt0 = 0, Xt1 −Xt0 = 1) =

{òàê êàê ñîáûòèÿ Xt0 = 0 è Xt1 − Xt0 = 0, Xt0 = 0 è Xt1 − Xt0 = 1
íåçàâèñèìû} =

= P (Xt0 = 0) · P (Xt1 −Xt0 = 0) + P (Xt0 = 0) · P (Xt1 −Xt0 = 1) =

e−λt

[
e−λ(t1−t0) +

λ(t1 − t0)
1!

e−λ(t1−t0)

]
.

Äàëåå,

P (τ0 ≤ t0, τ0 + τ1 ≤ t1) = P (τ0 ≤ t0)− P (τ0 ≤ t0, τ0 + τ1 ≥ t1) =

= P (τ0 ≤ t0)− P (τ0 + τ1 > t1) + P (τ0 > t0, τ0 + τ1 > t1).

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè τ0, τ0 + τ1

p(t0, t1) =
d2

∂t0∂t1
P (τ0 ≤ t0, τ0 + τ1 ≤ t1) = λ2e−λt1 , ïðè t0 < t1

0, èíà÷å.
Ïîëîæèì u, v ∈ R è íàéäåì:

Eeiuτ0+ivτ1 = Eei(u−v)τ0+iv(τ0+τ1) =



2

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞
ei(u−v)t0+ivt1p(t0, t1)dt0dt1 =

∞∫

−∞

t1∫

−∞
ei(u−v)t0+ivt1λ2e−λt1dt0dt1 =

=
λ2

(λ− iu)(λ− iv)
= Eeiuτ0+ivτ1 ,

çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî

Eeiuτ0 =

∞∫

0

eiut0pτ0(t0)dt0 =
λ

λ− iu
, ãäå pτ0(t0) = λe−λt0 .

Èìååì, åñëè v = 0, òî
Eeiuτ0 =

λ

λ− iu

åñëè u = 0, òî
Eeivτ1 =

λ

λ− iv
.

Ïîëó÷èëè, ÷òî
Eeiuτ0+ivτ1 = Eeiuτ0 · Eeiuτ1

è ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ0 è τ1 íåçàâèñèìû(òåì ñàìûì
ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî çàäà÷è �5, òàê êàê àíàëîãè÷íûìè óòâåðæäåíè-
ÿìè ìîæíî äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü âñåõ äëèí èíòåðâàëîâ), à â ñèëó âèäà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ0 è τ1 è âçàèìîîäíîçíà÷-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè, çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå(òåì
ñàìûì äîêàçàëè óòâåðæäåíèå çàäà÷è �4 ).


